Prof. Dr. U. Faigle

Vorlesung Mathematische Programmierung (SS 2003)
0. Grundlagen aus der Analysis und linearen Algebra

Dieses Kapitel fasst die wesentlichen Voraussetzung aus der reellen Analysis und der li-
nearen Algebra zusammen.

1. Reelle Analysis in einer Variablen

Da nichtlineare Funktionen im allgemeinen rechnerisch schwierig zu behandeln sind, wird

man immer versuchen, diese durch relativ einfache Funktionen zu approximieren. Dazu be-
nutzt man in der Optimierung vor allem lineare oder quadratische Polynome (alles andere
ware rechnerisch zu aufwendig).

In diesem Abschnitt werden die entsprechenden Vorgehensweisen im eindimensionalen
Fall kurz zusammengestellt. Der allgemeinedimensionale) Fall wird sich dann mit Hilfe

der linearen Algebra (dem eigentlichen Handwerkszeug des praktischen Rechnens) in der
Vorlesung behandeln lassen.

1.1. Approximation und die LANDAU-Notation. Seif : R — R eine reelle Funkti-
on undk > 0 eine naiirliche Zahl. Wir benutzen die sogaNDAU-Notationund schreiben

o £ € ofltf) s f0)=0 und Jiy N 0.

Mit o(t) = [t|% f(¢) (furt # 0) kann (1) auch so ausgéakt werden:
J() = 1t7(t) . wobei (0) = lim (1) = 0.

BEMERKUNG. o(|t|*) ist ein Vektorraum von Funktionen. Man verifiziedmlich sofort:

frgco(tf)undrd e R = f+geco(t|*)undAf € o([t]") .

Gilt (f — g) € o(|t|*) fur die Funktionery undg, so schreibt man auch

| F(0) = g(t) +o(t]F) bzw. (1) = g(t) + [1]*¢(t), wobeiy € o(1) . |

und sagt;,g approximiertf (lokal) beit, = 0 mit Ordnungk.” In diesem Fall gilt insbe-
sonderef (tg) = g(to).

LEMMA 0.1. f € o(|t|F) == f € o(|t|*"!) furalle k> 1.
|f ()]

Bew. lim = lim |¢] - F ()]

=0 [tF-1 =0 e =0

<o

In der nichtlinearen Optimierung interessiert man sich (auim@en der Recheneinfach-
heit) vor allem fir lokale Approximationen mit Polynomen. Wiederum ausi@@en der
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Recheneinfachheit besémkt man sich auf den Fall < 2. Fir die approximierenden
Polynomep(t) € R[t] sind damit genau die folgendeflfe relevant:

0) pt) = ao (d.h.p(t) konstant, vom Grad).
@ plt) = ap+at (d.h.p(t) linear, vom Grad.).
(i) p(t) = ao+ait+ast® (d.h.p(t) quadratisch, vom Grag).

1.2. Stetigkeit. Wir betrachten den Falt = 0 (d.h.o(|t|°) = o(1)). Dann hat man
f(t) =ap+o(l) (a9 €R) —— f(0)=1lim f(t) = ao,

was gleichbedeutend mit der Stetigkeit der Funkifdseit, = 0 ist. Allgemeiner heissf
stetigim Punktt, € R, falls

fto+1) = f(to) +o(1) dhi f(to) = lim f(to +1) .

THEOREM 0.1 (,Zwischenwertsatz*).Seiena < b reelle Zahlen und sei die Funktioh
stetig bei jedem < ¢y < b. Dann existiert zu jederfi(a) < £ < f(b) eint € [a, b] derart,
dass

f)=¢.
Bew. Der Zwischenwertsatz igiquivalent zur Definition reeller Zahlémer Intervallschachtelungen,

die manuber Intervallhalbierungen erreicht. Man beginnt mit= a undb, = b und iteriert:

[rn,bn] falls f(rn) <&,
[an,rn] falls f(rn) > &.

Gn + bn

Tn i= D) —— [an+1,bn+1] = {

Seit = lim,— o 7. Dann gilt nach Konstruktion (und der vorausgesetzten Stetigkeifyon
f@ = lim f(ra) =¢

<o

BEMERKUNG. Der Beweis des Zwischenwertsatzes ist konstruktiv und praktisch effizient in dem
Sinn, dass in jedem Iterationsschritt das Fehlerintefwallb,,| fur das gesuchtehalbiert wird.

THEOREMO.2 (,Satz von Weierstrass*)Sei f stetig bei jedem Punkt des abgeschlossenen
Intervalls|a, b]. Dann existiert eiri € [a, b] mit der Eigenschatft

F@ = min f(t).

a<t<b
Bew. Auch die Aussage dieses Satzes ist eine direkte Folgerung aus der Definition der reellen
Zahlen. Wir setze@dhnlich wie beim Beweis des Zwischenwertsatzes

[’I“n, bn] falls inf[rmb] f(t) = inf[a’b] f(t),
[an, ] falls nicht

Ty 1= a";bn und  [ant1,bni1] = {

und schliessen wie zuvor
t=lim r, = f({)= lim f(rn) = [inlf] ().
a,

n— oo n—oo

<

BEMERKUNG. Der Satz von Weierstrass beweist nur die abstrakte Existenz eines Infimums der
stetigen Funktiory als reelle Zahl. Der Beweis ergibt keine praktische Handhahi&,daie man ein
geeignetes (approximativ) berechnerdkinte.
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1.3. Differenzierbarkeit. Wir betrachten den Falk = 1 und
f(t) = a0 + axt + o[t])
mit ap = f(0). Wegenf(t) — f(0) = a1t + o(]t|) schliesst man dann
f(t) - f(0)
t

a; = lim

—0

=: f/(0) .
f ist also differenzierbar bej = 0. Allgemeiner heissf differenzierbarbeit, falls

@ flo+0)= (o) + 1)t +oll) mit [(t0) =ty TN =S

Setzt mary(t) = f(to + t), so ist alsof differenzierbarbeit = ¢, genau dann, weng
differenzierbar bet = 0 ist.

BEMERKUNG. Die Definition der Differenzierbarkeit voif bei ¢t in der Form (2) heisst auch
Formel vonTAYLOR.

1.4. Das Extremalprinzip und die kritische Gleichung. Fur die Optimierungstheo-
rie fundamental ist folgende Folgerung aus der Definition der Differenzierbarkeit.

LEmMMA 0.2 (,Extremallemma®).Sei f : R — R differenzierbar im Punkt,. Falls
f'(to) > 0 gilt, dann existiert eid > 0 derart, dass

flto—1t) < f(to) < f(to+1t) furaled<t<d.

Bew. Nach Voraussetzung haben wir
flto+1) = f(to) +1f (to) + [tle(t) mit lim o(t) =0
Im Fall f'(¢o) > 0 existiert folglich eind > 0 derart, dassifr alle0 < |¢| < 4:
()] < f'(to) d-h. Jt] - [o()] < [t] - |f(to)] -

<o

Aus dem Extremallemma folgt (bei differenzierbarginbeziglich der Optimierungsauf-
gaben

min f(t) oder maxf(t),

dasst; € R keineoptimale LOsung sein kann, wenff(¢y) # 0 gilt! Oder anders ausge-
drickt: EinenotwendigeBedingung @ir die Optimalitit vont, ist das Eriilitsein der sog.
kritischen Gleichung

3 f'(t)) = 0
Eine Losungt, der kritischen Gleichung heisktitischer Punkider Funktionf.

BEMERKUNG. Die Gliltigkeit der kritischen Gleichung ist im allgemeinaitht ausreichendifr

die Optimaliit einer Wsung! Trotzdem wird man typischerweise in einem ersten Ansatz immer
versuchen wollen, kritische Punkte als Kandidai@nG@ptimalbsungen zu berechnen. (Dies ist eine
durchaus alles andere als triviale Aufgabe!)

Eine andere Folgerung aus dem Extremallemma ist:



THEOREM 0.3 (,Mittelwertsatz*). Seia < bund f : [a,b] — R stetig auf ganda, ]
und differenzierbar bei jedem inneren Punkk ¢, < b. Dann existiert ein innerer Punkt
a < t < b mit der Eigenschaft

f®) = fla) = fB)(b—a).
Bew. Wir betrachten die Funktion(t) = (b — a) f(¢t) — [f(b) — f(a)]t und beobachten

g(a) = g(b) .
Wie f ist auchg differenzierbar. Isy konstant aufa, b], dann folgt aus
0=g'(t) = (b—a)f(t) - f(b) + f(a)
die Behauptung. Im anderen Fall gebe es etwat &in[a, b] mit (0BdA) ¢g(t) < g(a) (= g(b)).
Nach dem Weierstrass'schen Satz existierteeia ¢ < b mit

1) = min g(t) .
g(t) [a’b]g()

Nach dem Extremalprinzip mugé(z) = 0 gelten, woraus die Behauptung wie zuvor folgt.
<

1.5. Quadratische Approximation. Im Fall & = 2 betrachten wir die lokale Appro-
ximation vonf (beity = 0) durch ein quadratisches Polynom:

f(t) = ag + a1t + ast® + o(|t]?)
Ausag = f(0) und f(t) = ag + a1t + ast? + o(|t|) folgert man sofort
a1 = f'(0) .

Wie man erwarten iwde, berechnet sich der Koeffizientaus der zweiten Ableitung von
f (sofern diese in geeigneter Weise existiert).

LEmMMA 0.3. Seid > 0 so, dassf auf dem offenen Intervall = (—¢, ) zweimal diffe-
renzierbar ist. Dann gibt es zu jedeng U ein0 < 6 < 1 mit der Eigenschatft

F(#) = F(0) +£/(0) + 1" (61)

Bew. Sei (0BdA)t > 0 unda € R (der genaue Wert voa wird unten festgelegt). Wir betrachten
die differenzierbare Funktiog : [0,¢] — R:
2
€T
9(@) = f(@) = [f(0) +2f(0) + F-a] .

Nun gilt g(0) = 0 undg’(0) = 0. Wir wahlena so, dass sich augj(t) = 0 ergibt. Zu zeigen ist die
Existenz vory mit der Eigenschafte = £ (6t).
Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein< ¢; < ¢ derart, dasg’(¢1) = 0. Nun wenden wir nochmals
den Mittelwertsatz (diesmal bzgj’) an und schliessen auf ein< ¢, < t; mit der Eigenschaft

0= g”(tQ) = f”(tz) — .
Mit 6t = t2 ergibt sich0 < § < 1 und somit die Behauptung.
<

BEMERKUNG. Die Darstellung vory(¢) in Lemma 0.3 ist die sog.AvLORsche Formefur zwei-
mal differenzierbare Funktionen dllig analog ergibt sich im Falle dérfachen Differenzierbarkeit:

() = FO)+tf'(0) + ...+ %f(k)(et) .

Wie oben bemerkt, ist schon der Fall= 2 fur praktische Optimierungszwecke ausreichend kom-
pliziert.
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Ist die zweite Ableitung/”’ stetig, dann haben wir

t2 " _ﬁ2 "
2 /7(01) = 5 (f7(0) + o(1))

d.h.
£(8) = F(0) +££(0) + 5 £(0) + o(|2])

Natiirlich gelten dies&lberlegungen in gleicher Weisérfbeliebige Punkté, und ergeben
(im Fall geeignet vorausgesetzter Differenzierbarkeit):

Flto+1) = F(10) +01'(t0) + = "(t0) + o( ).

1.6. Lokale Extrema und zweite Ableitungen. Wir untersuchen die Funktiofi(die
wir als geeignet differenzierbar voraussetzen) und nehmen anattérh(irgendwie) einen
kritischen Punkt, ermittelt. Dann erhalten wir (wegefi(t,) = 0) die Darstellung

Jlto +1) = flto) + 51" (t0) + o(|1P) .

Die dem Extremalprinzip analogdiberlegungen ergeben aus dieser Darstellung fron
die Existenz eine§ > 0 mit der Eigenschaft

() f"(to) >0 = f(to+1t)> f(to) fUralle0 < |¢t| <.

(i) f"(to) <0 = f(to+1t) < f(to) furalle0 < |t| < 0.

Im Fall (i) besitzt die Funktiory beit, ein striktes lokales Minimumnd im Fall (ii) ein
striktes lokales Maximum

BEMERKUNG. Man muss sich déiber klar sein, dass der Test (i) (bzw. (ii)) mit der zweiten Ablei-
tung im allgemeinetkeine Auskunft datiber gibt, obf bei dem kritischen Punkt einenglobalen
Extremwert (d.h. ein globales Maximum oder ein globales Minimum) annimmt. Der Test erlaubt nur
Ruckschlisse aufokale Extremwerte!

2. Lineare Algebra

Beim Erstellen mathematischer Modelle von Sachverhalten versucht man, die relevanten
Objekte (und deren Eigenschaften) durch die Angabe von Zalissgn (Parametern®)
aus einentSkalarbereichR zu beschreiben, die sich auf eine gewisse Anzardn Grund-
grossen beziehen. Ein Objekt ist dann durch eim-Tupel von Zahlen:; € R charakte-
risiert

X «— (21,...,2,) ER".
(Die Parameter; heissen in geometrischer Sprechweise akicbrdinatenvon X.) In-
sofern entspricht die MengR™ aller Koordinatenvektoren der Menge aller Objekte in
unserem Modell. Allerdings muss man sidber folgendes klar sein:

¢ Die Koordinatenvektoren sind zwar Beschreibungen der Objekte — aber nicht die
Objekte selber!

Dadurch, dass man sich bei der Beschreibung der Objekte auf andere Guswigbezieht

(und folglich die Objekte mit anderen Koordinatenvektoren fasstglenhan oft eine ent-
scheidende neue Sicht auf die Menge der Objekte, die deren strukturellen Zusammenhang
deutlicher zu Tage trete@asst.



Die lineare Algebrauntersucht als mathematische Disziplin, wie sich ein Wechsel von
einem System von Bezugs$msen (Basis') zu einem anderen Bezugssystem auf die Ko-
ordinatendarstellung der Objekte auswirkt. Entscheidéndig praktische Bedeutung der
linearen Algebra in der Anwendung von Mathematik ist die Tatsache, dass sich solche
Koordinatenwechsel meist rechnerisch effizient &kigren lassen.

BEMERKUNG. Die rechnerische Effizienz wird in der linearen Algebra damit erkauft, dass man den
SkalarbereichR als Korper voraussetzt (im Wesentlichen: dass Skalaroperatigaes) (nvertier-

bar sind), was die Flexibikitt bei der Modellbildung oft sehr einschneidend beeinflusst. Ohne diese
Voraussetzung kann jedoch typischerweise keine algorithmisch effiziente Proslemlgarantiert
werden.

Wahl des SkalarbereichsMom Standpunkt der linearen Algebra aus @gginder Korper

Q der rationalen Zahlen als Skalarbereich, nicht nur von der Theorie sondern auch von
der Praxis her: Die Parameter in konkreten Problembeschreibungen sind meist rationale
Zahlen und konkrete numerische Rechnungen werden imm@r (tatsichlich sogar im
BereichN der natirlichen Zahlen) ausgéhrt (so sind Rechenmaschinen im wirklichen
Leben nun einmal konstruiert).

Fur die allgemeine Strukturanalyse nichtlinearer Modelle ist es jedoch bequem, Begrif-
fe wie Stetigkeitoder Differenzierbarkeitzur Verfigung zu haben: das erspart einem die
aufwendige Pflicht, immer explizit von entsprechenden Approximationen mit rationalen
Zahlen reden zu iissen, die eigentlich der Analyse zugrunde liegen. Das setzt jedoch an-
dererseits voraus, dass wir st@ttunserer Diskussion die Mendg aller reellen Zahlen
zugrunde legen.

In der mathematischen Programmierung werden wir deshalb im allgemeinerodesrK
der reellen Zahlen als Skalarbereich annehmersMaHME ist die diskrete Optimierung
in der die Probleme entscheidend von der Parameterwahl aus dem Bérérhganzen
Zahlen bestimmt sind.

2.1. Vektoren und Matrizen. Mit R™*"™ bezeichnen wir die Menge aller Matrizen
A = (a;;) mit m Zeilen undn Spalten:

all a2 . A1ln

a1 a2 e azn
A =

am1 Am?2 . Amn

Die Skalarea;; € R sind dieKoeffizienterder Matrix A. R**" ist die Menge allemn-
dimensionalerZeilenvektoremndR™*! die Menge aller-dimensionalen Spaltenvekto-
ren.A € R™*™ kann man somit entweder als eine Memg&eilenvektoren defLange“n
oder als eine Menge vam Spaltenvektoren derdngem auffassen.

Schreiben wir die Zeilenvektoren vohals Spaltenvektoren (bzw. die Spaltenvektoren von
A als Zeilenvektoren) in der gleichen Reihenfolge, so erhalten wir di¢ ransponierte
Matrix A7 = (a;;) € R™*™:

Ain Q2n ... Amn
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Aus Grunden der Klarheit der Notation ist es vorteilhaft, sich darauf zu einigen, ob man
mit , Vektor* einen Zeilenvektor oder einen Spaltenvektor meint. Wir folgen deshalb der
Mehrheit (der Mathematiker) und verstehen unter eip®dgktor’ x grundtzlich einen
SpaltenVektor! (x ware folglich ein Vektor mit denselben Koeffizienten wie- aber

als Zeilenvektor notiert.)

BEMERKUNG. Aus mathematischer Sichtare es oft angebrachter, sich aldilenVektoren als
Darstellungsnorm zu einigen. Leider scheint sich dies aber gegen die Masse der etablierten Mehrheit
auf der Welt nicht durchsetzen zu lassen...

Ausserdem ist man ohnehin oft schlampig und schreibt Koordinaten-Vektoren nach Lust und Laune
mal so und mal so, wie es einem am besten passt.

Nach der obigen Vereinbarung verstehen wir uRtéeinfach die Menge aller Koordinaten-
vektoren mitn Koeffizienten (die wir grundizlich uns als Spaltenvektoren notiert vor-
stellen wollen).

2.2. Elementare Operationen.Skalare kann man addieren und multiplizieren. Diese
~elementaren Operationen” setzt man komponentenweise auf Matrizen (und insbesondere
natirlich Koordinatenvektoren) fort:

a1 ... Qin bir ... bin a1 + b1 ceo ain +bin
| =
am1 ... QAmn am1 ... bmn am1 +bm1 ... Gmn + bmn
ailil e A1n /\an . Aa1n
Al = : (AeR).
am1 ... Qmn Aami ... Aamn

Unter einerelementaren Zeilenoperatidzgl. eine MatrixA € R™*™ versteht man eine
der folgenden:

(20.1) Multiplikation eines Zeilenvektors vas mit einem Skalan # 0.

(20.2) Addition einer Zeile vom zu einer anderen.

(20.3) Vertauschen von zwei Zeilen voh

BEMERKUNG. Rechnerisch wichtig sind nur die Operationen (ZO.1) und (ZO.2). Die Operation
(20.3) ist vor allem iir das menschliche Auge gedacht, damit die Matrix in einer visuell besonders
eingangige Form angegeben werden kann.

Die elementaren Spaltenoperationanf A sind (per Definition) genau die elementaren
Zeilenoperationen auf der Transponiert&h.

2.3. Matrixmultiplikation. Ist A € R™*™ eine Matrix mit denm Zeilenvektoren
Aqy, s Ay undy® = (y1,...,ym) € R1*™, dann ist der Zeilenvektor

yTA = ylA(l) + .o+ y7nA(m)

die entsprechende Linearkombination der Zeilen vorivollig analog definert der Ko-
ordinatenvektox = (z1,...,z,)7 € R"*! eine entsprechende Linearkombination der
Spaltenvektorenl .y, . .., A¢.,) von A:

Ax = A(,l)LL‘l +...4+ A(.,,L)xn = (XTAT)T .
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Linearkombinationen setzen sich also aus wiederholten elementaren Operationen zusam-
men (wobei wir der Bequemlichkeit in der Notation halber auch Multiplikation mit dem
Skalar0 zulassen).

DUALE SICHTWEISE: Die i-te Komponente des Vektotdx ist dasinnere Produktder
i-ten Zeile vonA mit x:

A(i.)X =a;1%1 + ...+ Qqin%y -

Ist B = [by,...,by] € R"** eine Matrix mit derk Spaltenvektore; € R™ dann setzt
man

AB := [Aby,...,Abj,..., Ab;] € R™*F

Die j-te Spalte der Matrix4 B ist also gerade die Linearkombination der Spalten xon
gemass dem Koeffizientenvektd;.

DUALE SICHTWEISE: Die i-te Zeile vonAB ist gerade die Linearkombination der Zeilen
von B genass der Koeffizienten des Zeilenvektotg.).

2.4. Die fundamentalen Teildume einer Matrix. Sei A € R™*" eine beliebige
Matrix, dann bezeichen wir mit

lin A := {Ax|x€R™} C R™

die Menge aller Linearkombinationen der Spalten vbrlin A heisstlineares Erzeugnis
der Spaltenvektoren voa oder einfachSpaltenraum vom. Ganz analog definieren wir
denZeilenraumvon A als das lineare Erzeugnis der Zeilenvektoren ¥on

linAT = {ATy |y e R™} C R™.
DerKernvon A ist der Teilraum

kerA = {xeR"| Ax=0} C R".

Nennt man zwei Vektorer, z € R™ orthogona) wenn
ZTXZ,lel—I—...—Fan‘n =0,

so folgt aus diesen Definitionen sofort, d&ss A das sogorthogonale Komplemenmntes
Zeilenraums lim 7 ist:

ker A = (lin AT): .= {xeR"|z"x =0flrallez ¢ lin AT} .

Analog ist naiirlich ker A” das orthogonale Komplement des Spaltenraumd on A.

Wichtige Beobachtungen:Geht die Matrix4 aus der MatrixA durch Anwendung einer
elementaren Zeilenoperation hervor, so gilt

lin A" = lin AT

Der Zeilenraum einer Matrix wird also von einer (oder mehreren) elementaren Zeilenope-
rationen nicht beeinflusst!

Folglich wird auch der Kern einer Matrix von Zeilenoperationen nichtiber
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2.5. Pivots. Sei A = (a;;) € R™*™ eine Matrix mit einem Koeffizienteny;, # 0.
Ein (k, h)-Pivotauf A ist nun folgende Operation:

(P.1) Dividiere Zeilek von A durchayy,.
(P.2) FUR ALLE 7 # k: Subtrahiere;;, x (neue Zeilek) von der (alten) Zeile.

Zeile k heisstPivotzeileund Spalte: Pivotspaltedes(k, h)-Pivots.

Ergebnis: Nachdem eir(k, h)-Pivot ausgdihrt ist, steht in der Spalte der k-te Einheits-
vektore, € R™ (der an derk-ten Stelle einel aufweist und sonst die Koeffizientén
besitzt). Da sich ein Pivot aus elementaren Zeilenoperationen zusammensetzt, haben sich
Zeilenraum und Kern der Matrix nicht v@mdert.

2.6. Der Gauss-Algorithmus. Durch Pivotoperationen wird die Matrix € R™*"
in eine geschickte Formberfihrt.

Algorithmus: FUR k& = 1,...,m: Wahle, falls nbglich, ein Pivotelement;; # 0 in
Zeile k und fuhren einerik, h)-Pivot aus.

Unter demRangr = rg A der Matrix A versteht man die Anzahl der ausgeften Pivots
im vorhergehenden Algorithmus. Sihg., . . ., h,. die Pivotspalten und bezeichnen wir mit
B € R™*" die aus den entsprechenden Spalten bestehende Teilmatri,vamerzielt
der Gauss-Algorithmus schematisch folgendes Resultat:

*

0]

I,
0

(Hier haben wir die Zeilen am Ende des Algorithmus so vertauscht, dass an der Stelle von

B die ersten Zeilen aus defr x r)-Einheitsmatrix/,. bestehen. An den mj&‘ gekenn-

zeichneten Teilen stehen nicht weiter spezifizierte Matrixéger Die letztem: —r Zeilen

von A sind jeweils0-Vektoren.)

*

A=[+]B|+] — A=}

Aus der EndformA liest man sofort ab: Die erstenZeilen von A bilden eine Basis des
Zeilenraums licd T, d.h.

lin4" =1lin AT und rgA = dimlinA7 .

Ausserdem erkennt man, da3®ine Basisifir den Spaltenraum lid von A ist (s. rachster
Abschnitt). Also findet man:

| dim(lin A7) = rg A = dim(lin 4) |

2.7. Matrixbeschreibung von elemenaren OperationenEine elementare Zeilen-
operation auf der Matrixd € R™*" entspricht einer Multiplikation der MatriXd mit
einer MatrixZ € R™*™ von links:

A — ZA.

Um Z zu bestimmen, brauchen wir blod® gleicheOperation auf der Einheitsmatri,
auszuiihren, denn es qilt ja trivialerweise

A=1,A unddeshalb: ZA = (ZI,,)A.

Da alle elementaren Zeilenoperationen umkehrbar sind, igtlitdt Z eine invertierbare
Matrix. Entsprechend finden wir, dass die elementaren Spaltenoperationédaufulti-
plikation mit invertierbaren Matrizen von rechts entsprechen.
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Die Matrixnotation ist also nichts anderes als eine Kurzfassiingine Reihe von Zeilen-
bzw. Spaltenoperationen.

Fassen wir die Wirkung desAb ssalgorithmus in der (invertierbaren!) Matrig € R™*™
zusammen, sodanen wir das Ergebnis des Algorithmus beschreiben als

AcR™"™ — A=QAcR™".
Insbesondere erkennen wiirfdie Spalteritume linA und lin A:
inA={Qb|belin A} bzw. lin A={Q 'b|bclinA}.

Also ist B eine Basis von lind genau dann, wen3 = QB eine Basis von linA ist.
Transformiert der Gussalgorithmus die TeilmatriX3 der Matrix A gemass

b — Boon-[],

s0 istB eine Basis von lim und deshallB eine Basis von lird. Wir sehen:

| dimlinA” =g A = dimlinA = dimlin A |.

Nehmen wir der Einfachheit halber ad, habe vollen (Zeilen-)Rang rg = m. Dann
ergibt sich
A=[*|B|x] — QA=A=]x|In|*]

Wegen@ B = I, finden wir dann .

BEMERKUNG. Die letzte Beobachtungihrt (im Fallm = n) auf den bekannten Algorithmus zur
Inversion einer Matrix4 € R™*™ mit dem auf die erweiterte Matrik4|I,,] angewandten Suss-
Verfahren:

[AlL] —  [I.|A77].

2.8. Lineare GleichungssystemeGegeben ist eine Matrid € R™*" und ein Vek-
tor b € R™. Wir suchen einen Koeffizientenvektare R" derart, dass

Ax=b.
BEMERKUNG. Dieses Problem kann auch so aufgefasst werden: Gegeben ist der Koordinaten-

vektorb = (by,...,bn)" € R™ eines gewissen Objektes bzgl. der Standarddasis . . , e, } im
m-~dimensionalen KoordinatenrauRi™:

b:b191+b292+...+bmem (: [mb) .

Gesucht ist ein Koordinatenvektsr = (x1,...,z,)T € R™ fir die Darstellung des Objektes
unseres Interesses bzgl. deSpaltenvektoren,, ..., a, der Matrix A:

b=za; +z2a2+... +zpa, = Ax .

OBdA nehmen wir rgA = m an und interpretieren diedsungsaufgabe innerhalb des
GAauss-Verfahrens. Mitxg bezeichen wir den Teilvektor vor, dessen Komponenten
einer SpaltenbasiB von A entsprechenxy sei der Teilvektor detibrigen Komponenten
und Ay die entsprechende Teilmatrix voh Dann haben wir

b=Ax = Bxgp + Ayxy d.h. Bxgp=b - Ayxy .
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Der Gauss-Algorithmus berechnet (implizit) die inverse Matri®—! und explizit die
Darstellung

XB ZB—ZNXN mit b= B~"'b und ZN = BilAN

Die Gesamtheit der dsungen des Gleichungssystemsaéirman also dadurch, dass man
dien — m = n — rg A Komponenten vor:  frei wahlen kann und diébrigen Kompo-
nenten nach der obigen Formét & erganzt. Die Masszahl

n—rgA=n—dmlnd =n—dimlnAT
ist somit die Anzahl deFreiheitsgradedes Gleichungssystemtx = b.

Wir bemerken, dass die Anzahl der Freiheitsgrade nur von der Matfixnd nicht vom
Vektorb) abhangt. Der Falb = 0 ergibt genau die Gesamtheit der Vektoretdn A Uiber
die Beziehung

XB = —ZNXN .



