
Kapitel 1

Kombinatorische Optimierung

1.1 Generierung saisonaler

Charterflugpläne

Durch die Globalisierung der M¨arkte und Internationali-
sierung von Unternehmen wird der effiziente Einsatz per-
soneller und materieller Ressourcen zu einem wesentli-
chen Faktor f¨ur die Konkurrenzf¨ahigkeit von Transport-
und Logistikunternehmen. Im Bereich von Linienflugge-
sellschaften wurden bereits in den letzten Jahren Optimie-
rungsverfahren f¨ur zwei Teilproblemstellungen in diesem
Bereich am ZAIK entwickelt: sowohl ein Branch and Pri-
ce Ansatz f¨ur das Fleet–Assignment–Problem als auch ein
auf diesem Ansatz basierendes L¨osungsverfahren f¨ur das
Crew–Scheduling–Problem.

Die entsprechenden Planungsprobleme unterscheiden
sich bei Charterfluggesellschaften in einigen zentralen
Punkten. Insbesondere dem Problem der starken Sai-
sonabh¨angigkeit und dem damit st¨arkeren Einfluss des
Passagieraufkommens auf die Flugplangestaltung muss
besondere Aufmerksamkeit geschenkt werden. Mit einem
Partner aus dem Charterflugbereich haben wir uns der
Lösung dieses Problems zugewandt.

1.1.1 Problemstellung

Eingabe für dieses Optimierungsproblem sind saison- und
wochentagabh¨angige prognostizierte Nachfragen f¨ur alle
angebotenen Flugstrecken. Diese bestehen aus den durch
die enge Kopplung der Charterfluggesellschaft mit den
Reiseveranstaltern garantierten Passagiernachfragen und
den Daten der vergangenen Jahre. Ausserdem sind f¨ur al-
le Flugstrecken und Flugzeugtypen Kostens¨atze sowie ent-
sprechende Ertr¨age bef¨orderter Passagiere gegeben.

Das Problem besteht nun darin, die zur Verf¨ugung ste-
henden Flugzeuge der Charterfluggesellschaft so einzu-
planen, dass ein unter Profitabilit¨atsgesichtspunkten op-
timaler Flugplan entsteht. Der Gewinn eines Flugplanes
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Abbildung 1.1:Verkn̈upfung der Rotationen mit Reiserou-
ten

errechnet sich dabei sowohl aus den Fix- und Betriebsko-
sten der Flugzeuge (wobei nicht eingesetzte Flugzeuge an
andere Fluggesellschaften vermietet oder Flugzeuge ange-
mietet werden k¨onnen) als auch aus den oben erw¨ahnten
passagierabh¨angigen Kosten und Ertr¨agen.

Weiter müssen operationelle Nebenbedingungen wie
Flughafen¨offnungszeiten, Mindestbodenzeiten (zum Auf-
tanken und Catering) und Flugverbote auf bestimmten
Flugstrecken beachtet werden.

1.1.2 Mathematische Modellierung

und Lösungsansatz

Wir verwenden zur L¨osung eine Set–Partitioning–
Formulierung mit Nebenbedingungen, die als Lineares
Programm modelliert wird: aus der Menge aller m¨ogli-
chen Tagesflugzeugrotationen (erzeugt durch ein Netz-
werk, dessen Aufbau in Abbildung?? verdeutlicht wird)
muss eine Teilmenge ausgew¨ahlt werden, so dass, unter
Beachtung von globalen Nebenbedingungen wie der An-
zahl an verf¨ugbaren Flugzeugen, m¨oglichst viele Passagie-
re auf den gew¨unschten Flugstrecken bef¨ordert werden.
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Abbildung 1.2:Aufbau des Netzwerks zum Column Generation

Da die Anzahl aller m¨oglichen Flugzeugrotationen in ei-
ner handhabbaren Gr¨oßenordnung liegt, k¨onnen während
des gesamten L¨osungsprozesses auch bei gr¨oßeren pra-
xisbezogenen Datens¨atzen alle m¨oglichen Tagesrotationen
gleichzeitig beachtet werden (siehe unten).

Ein Problem stellt jedoch die Qualit¨at der erzeug-
ten Lösungen dar: Ohne zus¨atzliche Beschr¨ankungen
benötigt das Lösungsverfahren extrem lange, um akzepta-
ble Lösungen zu erzeugen. Aus diesem Grunde werden so-
genannte ,,Min–Cover”–Schnitte im Verlauf des L¨osungs-
prozesses zum Linearen Programm hinzugef¨ugt, damit die
Wahl der möglichen Lösungen schnell eingeschr¨ankt wer-
den kann und so gute L¨osungen in kurzer Zeit erzeugt
werden können. In diesen Branch and Cut Ansatz konn-
ten zusätzlich auch Heuristiken zum schnellen Auffinden
zulässiger L¨osungen integriert werden.

1.1.3 Ergebnisse

Uns stehen verschiedene Datens¨atze einer großen eu-
ropäischen Charterfluggesellschaft zur Verf¨ugung, die et-
wa 20 deutsche Flugh¨afen und 60 Zielflugh¨afen bei ca. 60
planbaren Flugzeugen enthalten. Die entsprechende Nach-
frage an Flugverbindungen ist nach einzelnen Wochen-
tagen aufgeschl¨usselt, so dass in einer einfachen Version
jeder Wochentag einzeln optimiert werden kann. Hieraus
ergeben sich ungef¨ahr 13.000 m¨ogliche Tagesrotationen
pro Wochentag, wenn nur direkte Fl¨uge ohne Umsteigen
oder Zwischenlandungen m¨oglich sind. (Wie Abbildung
?? verdeutlicht, steigt die Komplexit¨at des Problems an,
wenn auch Umsteigen oder Zwischenlandungen erlaubt

sind.) Für die Optimierung ¨uber die ganze Woche ergeben
sich knapp 60.000 m¨ogliche Tagesrotationen, unter denen
die beste Kombination f¨ur die gesamte Woche gesucht ist.

Bei der Generierung von Flugpl¨anen für einzelne Wochen-
tage erhalten wir Laufzeiten, die auf einem handels¨ubli-
chen PC im Bereich von Minuten liegen. Die so erzeugten
Lösungen liegen meist h¨ochstens 0,2% vom Optimalwert
entfernt. Wird ein Wochenflugplan angestrebt und gleich-
zeitig die Möglichkeit eröffnet, dass Passagiere einmal das
Flugzeug wechseln k¨onnen, sowie pro Flugzeug eine Zwi-
schenlandung pro Passagierreiseroute eingeplant werden
darf, so vergr¨oßert sich die Laufzeit: Sie betr¨agt dann f¨ur
eine Lösung, die h¨ochstens 3–4% vom Optimalwert ent-
fernt ist, wenige Stunden.

1.1.4 Aktuelle Forschung

Zur Zeit wird dieser L¨osungsansatz in zwei Richtun-
gen weiterentwickelt: An großen Flugh¨afen wird die ho-
he Nachfrage nach Starts und Landungen durch die Ver-
gabe von sogenannten ,,Slots” geregelt. Fluggesellschaf-
ten besitzen solche Zeitfenster f¨ur ihre Flugbewegungen
an den entsprechenden Flugh¨afen; zu anderen Zeitpunk-
ten sind keine Flugbewegungen an dem Flughafen plan-
bar. Da Charterfluggesellschaften meist kleine (regionale)
Flughäfen anfliegen, existieren nur auf wenigen Flugh¨afen
Slots. Es werden zur Zeit verschiedene M¨oglichkeiten zur
Berücksichtigung solcher Slots in unserem Branch and
Cut Rahmen erprobt.

Die zweite Forschungsrichtung befasst sich mit der Inte-
gration von Wartungsereignissen in den zu erstellenden



10 Kapite l 1. Kombinatorische Optimierung

Flugplan. Unter einem Wartungsereignis wird der Zeit-
raum verstanden, den die regelm¨aßige Wartung eines be-
stimmten Flugzeugtyps in Anspruch nimmt. Es ist nun
dafür zu sorgen, dass alle Flugzeuge eines entsprechenden
Typs in vordefinierten Abst¨anden gewartet werden. Eine
Modellierung und ein darauf basierender L¨osungsansatz
werden für dieses Problem zur Zeit am ZAIK entwickelt.

Kontakt: airlines@zpr.uni-koeln.de

1.2 Fahrereinsatzplanung im

ÖPNV

Seit am 1. Januar 1996 eine EU–Richtlinie von Bund und
Ländern in deutsches Recht umgesetzt wurde, m¨ussen
die Kommunen die Nahverkehrsleistungen bei den Ver-
kehrsunternehmen einkaufen. In diesem Zusammenhang
stellt, bei fortschreitender Privatisierung und zunehmen-
dem Wettbewerb auf dem̈OPNV–Markt, der effiziente
Ressourceneinsatz einen immer wichtigeren Faktor dar.

1.2.1 Problemstellung

Es sollen Arbeitspl¨ane für Fahrer erstellt werden, so dass
jedes Fahrzeug auf jeder Linie immer einen Fahrer hat. Bei
einer vorgegebenen Anzahl an Fahrern sollen m¨oglichst
sozialverträgliche Dienstpl¨ane erzeugt werden. Dies kann
sich beispielsweise in einer ausgewogenen Dienstl¨ange
oder einer angenehmen Pausenl¨ange ausdr¨ucken.

Als Eingabe dient ein Fahrzeugumlaufplan. Aus ihm geht
hervor, welches Fahrzeug sich zu welchem Zeitpunkt an
welcher Haltestelle befindet. Jedes beliebige Teilst¨uck die-
ses Fahrzeugumlaufplans muss genau einem Fahrer zuge-
ordnet werden.

Ausserdem m¨ussen operationelle Nebenbedingungen be-
achtet werden. Diese bestehen auf der einen Sei-
te aus vertraglichen und tarifrechtlichen Bedingungen
(wie beispielsweise Pausenzeitregelungen und maximale
Dienstlängen). Auf der anderen Seite m¨ussen auch be-
triebliche Vorgaben, wie das Verh¨altnis von Teilzeit- zu
Vollzeitarbeit, eingehalten werden.

1.2.2 Mathematische Modellierung

und Lösungsansatz

Als Modell für dieses Problem kommt ein Lineares Pro-
gramm als Set–Partitioning–Formulierung mit Nebenbe-
dingungen zum Einsatz. Hierbei wird aus der Menge al-
ler möglichen Dienste f¨ur die Fahrer die Kombination

gewählt, die zum einen alle Dienstelemente ¨uberdeckt
und zum anderen alle Nebenbedingungen einh¨alt, wobei
möglichst geringe Kosten verursacht werden.

Problematisch hierbei ist jedoch die schon bei einer ge-
ringen Anzahl an Dienstelementen sehr große Anzahl an
möglichen Diensten. Daher wird zur L¨osung ein Branch
and Price Ansatz verwendet, wobei als Subproblem zur
Erzeugung der ben¨otigten Dienste ein K¨urzeste–Wege–
Problem gel¨ost wird. Einige Heuristiken zur Beschleuni-
gung dieser Suche wurden bereits erprobt und erfolgreich
implementiert. Allein durch den Einsatz alternativer La-
beleliminationsverfahren konnte ein Geschwindigkeitszu-
wachs von bis zu 30% erzielt werden.

1.2.3 Ergebnisse

Wir hatten die Möglichkeit, das L¨osungsverfahren mit
Real–World–Daten eines norddeutschen Verkehrsbetrie-
bes zu testen. Hier zeigte sich, dass die erzielten Ergeb-
nisse von sehr guter Qualit¨at sind und in Laufzeiten von
etwa einer Stunde (auf einem handels¨ublichen PC) produ-
ziert wurden. Bei einem Datensatz mit rund 760 Dienst-
elementen an sieben Abl¨osepunkten mit zwei m¨oglichen
Geschäftsstellen als Anfangspunkte der Dienste konnte
bereits nach gut 40 Minuten eine L¨osung produziert wer-
den, die nachweisbar maximal 1,1% von der besten m¨ogli-
chen Lösung entfernt ist.

Die hier aufgezeigten Punkte pr¨adestinieren das Verfahren
für den planerischen Einsatz in der Praxis.

Kontakt: combopt@zpr.uni-koeln.de

1.3 Tourenplanung

Die Tourenoptimierung wird als eine der gr¨oßten Erfolgs-
geschichten des Operations Research bezeichnet (G. La-
porte). Das starke Interesse an diesem Gebiet in Industrie
und Forschung liegt zum einen am wirtschaftlichen Po-
tenzial der Tourenoptimierung, zum anderen macht ihr
Reichtum an Struktur sie zu einem faszinierendem For-
schungsgebiet. Auch in den Jahren 1999/2000 konnte die
Optimierungsgruppe am ZAIK wieder einige Facetten von
Tourenplanungsproblemen bearbeiten.

Im Rahmen der Zusammenarbeit mit der Firma Profi.S
wurden Praxisprojekte durchgef¨uhrt, die sich durch eine
starke Vernetzung der Produktions- und Logistikplanung
auszeichneten, w¨ahrend im eher theoretischen Bereich an
der optimalen L¨osung von Vehicle Routing Problemen ge-
arbeitet wurde. Desweiteren haben wir Algorithmen f¨ur
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intermodale Transportprobleme entwickelt. Diese Arbei-
ten haben sowohl theoretische als auch praktische Fr¨uchte
getragen.

1.3.1 Integration von Produktions- und

Transportlogistik

Bei der Büromöbelfirmadyesbestehen aufgrund derJust
In Time-Fertigung zahlreiche wechselseitige Abh¨angig-
keiten zwischen Produktion und Distribution.

Den Kunden wird bereits bei der Bestellung ein Liefer-
termin kalenderwochengenau zugesagt. Bei der tagesge-
nauen Planung m¨ussen dann sowohl die Bed¨urfnisse der
Produktion nach ausgeglichener Auslastung der Maschi-
nen ber¨ucksichtigt werden, als auch die der ausliefernden
Spedition (SML Logistik- und Distributionssysteme), da
nach ganz Deutschland und auch ins benachbarte Ausland
geliefert wird. Hier galt es einen Algorithmus zu finden,
der allen Anforderungen gleichzeitig gerecht wird.

Wir haben hierf¨ur einen Ansatz entwickelt, der zun¨achst
eine Tourenplanung durchf¨uhrt und sp¨ater die Produktion
mit Hilfe eines linearen Programms so auf die Wochtage
verteilt, dass eine m¨oglichst gleichm¨aßige Auslastung der
diversen Produktionslinien erreicht wird.

1.3.2 Branch-and-Cut für das Vehicle

Routing Problem (VRP)

Routingprobleme sind aus kombinatorischer Sicht

”
schwere“ Probleme. Das heißt, dass wir nicht hoffen

können, einen Algorithmus zu finden, der solche Pro-
bleme in jedem Fall in annehmbarer Zeit l¨ost. Dies
hat zur Entwicklung einer Vielzahl von Heuristiken
geführt, also von Algorithmen, die auf den jeweili-
gen Anwendungsfall abgestimmt sind und hier eine
vernünftige (wenn auch mathematisch zumindest nicht
beweisbar optimale) L¨osung liefern. Dennoch ist die
Optimierung von Vehicle Routing Problemen immer
eine faszinierende Forschungsaufgabe geblieben. Um die
Schwierigkeiten zu verstehen, die das VRP beinhaltet,
sollte man sich vor Augen f¨uhren, dass heute Instanzen
des Traveling Salesman Problem mit mehreren tausend
Knoten mit Branch-and-Cut-Methoden gel¨ost werden
können, während beim VRP schon Instanzen mit ¨uber 70
Knoten eine große Herausforderung darstellen.

Am ZAIK wurde zu diesem Thema von Ulrich Bla-
sum eine Dissertation angefertigt. Zur L¨osung von VRP-
Instanzen mittels Branch-and-Cut ist das Aufinden von

geeigneten, verletzten Ungleichungen von zentraler Be-
deutung. Im Rahmen der Dissertation wurden bisher be-
kannte Ungleichungstypen weiterentwickelt und neue ge-
funden. Ausserdem wurden Heuristiken und neue exakte
Methoden zur Identifikation verletzter Ungleichungen ent-
wickelt.

Dadurch gelang es erstmals zwei klassische Benchmar-
kinstanzen mit 76 Knoten auf einem einzelnen Prozessor
zu lösen. Der im Rahmen der Arbeit entwickelte Code ist
sehr effizient und findet die L¨osungen innerhalb weniger
Stunden, bisher verwendete Methoden ben¨otigten mehrere
Tage auf Parallelcomputern.

1.3.3 Transportprobleme mit Umladen

Das wachsende ¨okologische Bewusstsein, ebenso wie die
Überlastung der Verkehrsinfrastruktur, haben das Interes-
se an intermodalen Strategien im G¨utertransport best¨andig
steigen lassen. So werden zur Entlastung der Infrastruk-
tur und der Umwelt oft intermodale Logistikketten vorge-
schlagen. Ein ¨ahnliches Anliegen haben Speditionen, die
ihre Transportauftr¨age (zumindest teilweise) ¨uber einKon-
solidierungszentrumabwickeln.

Im Bereich der strategischen Planung besch¨aftigt sich das
Operations Researchschon seit l¨angerer Zeit mit sol-
chen Problemen, hierbei werden jedoch vor allem Fra-
gen der Platzierung von Konsolidierungszentren behandelt
und das Transportaufkommen nur abgesch¨atzt. Die takti-
sche und operationelle Planung der Transportketten stellt
jedoch sehr viel h¨ohere Anforderungen, da hier die aktu-
elle Auftragslage genau dargestellt werden muss. Daher
wächst die Nachfrage nach Algorithmen, die solche Pro-
blemstellungen bearbeiten k¨onnen.

Im kommerziellen Bereich werden Planungstools f¨ur die
rechnergest¨utzte Optimierung solcher Aufgaben jedoch
noch kaum angeboten, da der Wechsel des Transportmedi-
ums eine wesentliche Erschwerung des Problems bedeu-
tet. Wir haben solche Aufgabenstellungen aus verschie-
denen Blickwinkeln untersucht und Algorithmen zu ihrer
Lösung entwickelt.

Durch komplexitätstheoretische Untersuchungen k¨onnen
wir zeigen, dass schon stark relaxierte Probleme dieser Art
schwer sind. Allerdings lassen sich f¨ur einfache Umlade-
strategien die Synergieeffekte durch den G¨uterumschlag
abschätzen, was algorithmisch ausgenutzt werden kann
(s. Abschnitt??) Diese Ergebniss flossen in einen lokalen
Suchalgorithmus ein, der schon in seiner einfachsten Form
für Probleme mittlerer Gr¨oße gute Ergebnisse bringt. Da
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sich lokale Suchheuristiken leicht modifizieren lassen, eig-
net er sich auch hervorragend f¨ur die Anwendung in vielen
praktischen Problemen. Deweiteren wurde im Rahmen ei-
ner Diplomarbeit einColumn Generation-Algorithmus für
ein Anwendungsproblem aus der Automobilindustrie ent-
wickelt.

Kontakt: combopt@zpr.uni-koeln.de

1.4 Steinerprobleme

Umladeprobleme spielen eine wachsende Rolle in der mo-
dernen Transportlogistik. Dabei wird bei einem Pickup-
and-Delivery-Problem erlaubt, G¨uter kurzzeitig in einem
sogenannten Konsolidierungszentrum zwischenzulagern
und dann mit einem anderen Fahrzeug weiterzutranspor-
tieren. Dieser zus¨atzliche Freiheitsgrad erschwert jedoch
die Modellierung erheblich.

Um ein tieferes Verst¨andnis für die Eigenschaften sol-
cher Probleme zu erhalten, haben wir zwei kombinatori-
sche Optimierungsprobleme entwickelt. Diese sind zwar
zu stark idealisiert, um direkt f¨ur die Anwendung nutzbar
zu sein, wir denken jedoch, dass sie wichtige strukurel-
le Eigenschaften der Probleme abbilden. Zudem konnten
wir die algorithmische L¨osung eines der Probleme erfolg-
reich in einer Heuristik f¨ur die Anwendung einsetzen (s.
Abschnitt??).

Beim sogenanntenk-Star-Hub-Problemgehen wir davon
aus, dass jeder Auftrag einzeln direkt ausgeliefert wird
oder alle Aufträge eines Kunden zu einem vonk Konsoli-
dierungszentren gebracht werden k¨onnen. Dieses Problem
lässt sich f¨ur nur ein Konsolidierungszentrumals bipartites
Vertex Cover Problem modellieren, f¨ur k = 2 kann es mit
Netzwerkflussmethoden ebenfalls effizient gel¨ost werden.
Bei mehr als zwei Zentren ist es jedochNP-vollständig.

Die zweite Art von Problemen haben wirSteiner-
Diagram-Problemgenannt. Das Problem kann auch als
Umladeproblem interpretiert werden, bei dem jeder Auf-
trag auf seinem Weg beliebig oft umgeladen werden
darf. Es ist verwandt mit dem generalisierten gerichte-
ten Steinernetzwerk-Problem und dem minimalen ¨aquiva-
lenten Netzwerk-Problem. Bei dem behandelten Problem
kommt zusätzlich die Forderung nach Kreisfreiheit hinzu,
welche es uns zu zeigen erlaubt, dass sich das Problem in
polynomieller Zeit lösen lässt, falls die Anzahl der Auf-
träge beschr¨ankt, das zugrundeliegende Netzwerk transi-
tiv abgeschlossen und die Dreiecksungleichung erf¨ullt ist.
Die beiden letzten Bedingungen werden in einem Anwen-
dungsproblem immer erf¨ullt sein.

Kontakt: combopt@zpr.uni-koeln.de

1.5 Ein Färbungsproblem aus

der Automobilproduktion

Bei der Bestellung eines neuen Automobils haben Kun-
den die Wahl zwischen einer Vielzahl von Ausstattungs-
merkmalen (Sonnendach, 3 oder 5 T¨uren, etc.) und Far-
ben. Die europ¨aische Automobilindustrie tr¨agt dem Rech-
nung, indem verschiedene Modelle nicht – wie z. B. in
den Vereinigten Staaten ¨ublich – auf Vorrat, sondern der
Nachfrage entsprechend produziert werden. Dies erfordert
eine sorgfältige Planung der Produktion; insbesondere hat
die Reihenfolge, in der eingehende Bestellungen bearbei-
tet werden, erheblichen Einfluss auf Qualit¨at und Kosten.

Wir beschäftigen uns mit einem Teilproblem des Pro-
duktionsprozesses, das in der Lackierstraße (dempaint
shop) auftritt, in der täglich eine Sequenz von verschiede-
nen Karosserietypen in den nachgefragten Farben lackiert
wird. Bei jedem Farbwechsel m¨ussen die Farbd¨usen der
Sprühpistolen gereinigt werden. Dies erh¨oht einerseits die
Produktionskosten, andererseits belasten die ¨ubersch¨ussi-
gen Farbreste das Abwasser. Eine Minimierung der Farb-
wechsel ist also w¨unschenswert.

Bislang werden dazu heuristische Verfahren eingesetzt.
Dabei werden zumeist Farbsortierspeicher benutzt, mit de-
nen die vorgegebene Sequenz von Karosserietypen kurz-
zeitig abge¨andert und anschließend wieder hergestellt wer-
den kann.

Wir konnten durch eine geeignete Abstraktion neue theo-
retische Aussagen ¨uber die einfachste Form des Problems
gewinnen, bei der die Reihenfolge der Karosserietypen
unverändert gelassen wird und nur durch dieÄnderung
der Farbreihenfolge die Anzahl der Farbwechsel minimiert
werden soll. Es zeigte sich, dass bereits dieses Problem so-
wohl für nur zwei verschiedene Karosserietypen und eine
beliebige Anzahl von Farben als auch f¨ur nur zwei Far-
ben und eine beliebige Anzahl von KarosserietypenNP-
vollständig ist. Für den Fall, dass sowohl die Anzahl der
verschiedenen Karosserietypen als auch die Anzahl der
Farben beschr¨ankt ist, konnten wir ein dynamisches Pro-
gramm angeben, das das Problem in polynomieller Zeit
löst.

Kontakt: combopt@zpr.uni-koeln.de

1.6 Testmengen in der

ganzzahligen Optimierung

Die Kenntnis von Testmengen erm¨oglicht es, ganzzahli-
ge Optimierungsproblememittels eines primalen Optimie-
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rungsalgorithmus zu l¨osen. Testmengen sind durch folgen-
de Eigenschaft charakterisiert: Eine zul¨assige L¨osungx ei-
nes ganzzahligen Optimierungsproblems ist entweder op-
timal, oder es gibt ein Elementt der Testmenge, so daß die
Differenzx− t wieder zulässig ist und bez¨uglich der Ziel-
funktion einen besseren Wert liefert. Ist also eine zul¨assige
Lösung gegeben, kann man iterativ durch Subtraktion von
Testmengenelementen zur Optimall¨osung gelangen.

Conti und Traverso haben einen interessanten Zusammen-
hang zwischen ganzzahliger Optimierung und Gr¨obnerba-
sen in der kommutativen Algebra aufgezeigt. Dabei wer-
den zulässige L¨osungen einer bestimmten ganzen Fami-
lie von ganzzahligen Programmen in Beziehung zu einem
Binomideal in einem Polynomring gesetzt. Bei geeigne-
ter Wahl einer Monomordnung entspricht dann die redu-
zierte Gröbner-Basis dieses Ideals der minimalen Test-
menge für die Problemfamilie. Theoretisch ergibt sich da-
durch die Möglichkeit, mit Hilfe algebraischer Metho-
den ganzzahlige Optimierungsproblemezu ¨osen: Erst wird
mit dem Buchberger-Algorithmus die Testmenge ermit-
telt. Anschließend wird ausgehend von einer zul¨assigen
Lösung eine Folge von Verbesserungsschritten

”
entlang“

Elementen der Testmenge ausgef¨uhrt, bis das Optimum
erreicht ist.

Obwohl in dem betrachteten Fall die Gr¨obnerbasis nur
zu Idealen mit recht spezieller Struktur berechnet wer-
den muß, ist dieser Ansatz aufgrund der hohen Laufzeit
des Buchberger Algorithmus und der potentiell gewalti-
gen Größe der Basis f¨ur Beispiele mit vielen Variablen
sehr problematisch. Daher werden die algebraischen Me-
thoden nicht als direkte L¨osungsverfahren betrachtet. Statt
dessen werden die Methoden der Computeralgebra im hier
verfolgten Ansatz dazu eingesetzt, die minimalen Test-
mengen zu ganzzahligen Optimierungsproblemen zu be-
rechnen, um anschließend aus den so gewonnenen Infor-
mationen Aussagen ¨uber die Struktur der Testmengen zu
ermöglichen.

So ist es beispielsweise im Falle der Bestimmung einer
Knotenüberdeckung minimalen Gewichts in einem Gra-
phen gelungen, die Struktur der Testmenge vollst¨andig zu
beschreiben, und zwar unabh¨angig von der Tatsache, daß
zu ihrer Berechnung aufwendige algebraische Methoden
eingesetzt wurden.

Weiterhin wurde ein Vertex-Cover-Problemauf vollst¨andi-
gen Graphen betrachtet. Bei geeigneter Wahl der Monom-
ordnung gilt in diesem Spezialfall der

Satz: Bis auf ein Element ist die reduzierte Gr¨obnerba-
sis genau die Menge aller Vektoren, die entweder negativ

Abbildung 1.3:Typische Repr̈asentanten der minimalen
Testmenge für den K8 graphisch dargestellt. Das linke
Element und Elemente vom mittleren Typ senken das Ge-
wicht einer Knoten̈uberdeckung, ẅahrend die Elemente
vom rechten Typ lediglich für eine Umverteilung der Ge-
wichte stehen.

bzgl. der Monomordnung sind und das Gewicht um 1 er-
niedrigen, oder das Gewicht unver¨andert lassen und posi-
tiv bzgl. der Ordnung sind.

Im Falle beliebiger Graphen kommt noch eine dritte Klas-
se von Elementen zur Testmenge hinzu, die die kom-
plizierteren Adjazenz-Beziehungen zwischen Knoten mit
veränderten Gewichten widerspiegelt.

Ziel ist es, bei schweren ganzzahligen Optimierungspro-
blemen eine – m¨oglicherweise unvollst¨andige – Beschrei-
bung der Struktur der Testmenge anzugeben, deren Kennt-
nis dann in einer Verbesserungsheuristik genutzt werden
kann.
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